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ВЫНУЖДЕННЫЕ ГАРМОНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ  
ВЯЗКОУПРУГИХ СЛОИСТЫХ ТЕЛ, ЛЕЖАЩИХ  

НА ДЕФОРМИРУЕМОЙ ПОЛУПЛОСКОСТИ 
 

Рассматриваются колебания механической системы, состо-
ящей из вязкоупругих слоев, лежащих на полуплоскости и на-
ходящихся в условиях плоской деформации под действием 
вертикальной гармонической нагрузки. Требуется найти 
вертикальные и горизонтальные перемещения, а также на-
пряжение точек слоев и полуплоскости. Динамическое со-
стояние каждой из слоистых тел и полупространства опи-
сываются уравнениями Ламе механики сплошных сред с опе-
раторными коэффициентами. Задача сводится к решению 
системы неоднородных алгебраических уравнений с ком-
плексными коэффициентами, которая решается методом 
Гаусса. Исследовано изменение амплитуды перемещений и 
напряжений в зависимости от частоты. При исследованиях 
динамического напряженно-деформированного состояния  
введено понятие глобально резонансной амплитуды (обеспе-
чивающей минимальные значения резонансных амплитуд), 
которая изменяется радикальным образом для неоднород-
ных механических систем. 

Ключевая слова: колебания; диссипативно неоднородная 
система; полупространство; вязкоупругое тело; частота пе-
ремещения и напряжений. 
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Введение. В динамике конструкций при воздействии цик-
ла напряжений часть механической энергии поглощается в ре-
зультате диссипационного механизма в материале. Следова-
тельно, необходимо учитывать вязкоупругое действие материа-
ла. Многие материалы, например, материалы, используемые в 
дорожном строительстве на базе битумов, связные грунты, или 
материалы современной химии – термопласты, обладают  от-
четливыми вязкоупругими свойствами. Ввиду явного вязкоуп-
ругого действия материалов или конструкции актуальными ста-
новятся задачи колебаний вязкоупругого слоистого основания.  

Впервые систематический подход к исследованию произ-
вольного числа слоев был предложен В. Томсоном [1] и Н. Хас-
келлом [2]. Дальнейшее развитие этой теории изложено в рабо-
тах Л.А. Молоткова [3], И. Данкина [4], И.И. Сафарова, В.П. 
Майборода, И.Е. Трояновского и др. [6–11]. В работах [14, 15] 
предлагается решение осе симметричной задачи распростране-
ния волн напряжения в слое на полупространстве. Предполага-
ется вязкоупругое поведение материалов слоя и полупростран-
ства согласно концепции комплексных модулей упругости. Ис-
точником волн напряжения является гармонически сосредото-
ченное нормальное напряжение на поверхности слоя. 

Постановка задачи  
Рассмотрим систему, состоящую из к вязкоупругих слоев, ле-

жащих на полуплоскости, и находящуюся в условиях плоской де-
формации под действием вертикальной нагрузки ),( tхр  (рис. 1). 
Требуется найти вертикальные ),,( tzxк  и горизонтальные 

),,( tzxuк  перемещения точек слоя и полуплоскости 
(к=1,2,3….n). При этом к-я вязкоупругая среда характеризуется 
операторными модулями Ламе [12]:  

  .)()()(~
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Здесь f(t) – произвольная функция времени;  tRЕк  – 
ядра релаксаций, кЕ0  – мгновенные модули упругости Юнга 
(к=1……N).  
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Рис. 1. Расчетная схема 
 

В случае, если   0tRЕк , тогда слоисто – однородная  

упругая среда характеризуется постоянными Ламе к , к , 
плотностью к , скоростями продольной и поперечной волн [13]  
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Перемещения ku  и k  удовлетворяют одному из сле-
дующих граничных условий на поверхности слоистого тела:   
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В случае воздействии гармонических нагрузок на поверх-
ности слоистого тела и на границах между вязкоупругими слоя-
ми выполняются условия жесткого контакта, тогда граничные  
условия принимают вид:  
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                      (4) 

Определения амплитуды перемещений и напряжений  в 
зависимости от частоты при различных параметрах плоских  
слоистых тел  при воздействии гармонических нагрузок, являет-
ся основной целью работы. 

Методы решения. Решение полученного уравнения (1) 
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 – круговая частота, которая является комплексной величиной 
при спектральных задачах и действительной величиной для вы-
нужденных колебаний; )(zUк  и )(zVк  – амплитуды перемеще-
ний; =2/ – длина волны,  – волновое число. Подставим (6) в 
(1) с учетом (2), тогда получим следующие обыкновенные диф-
ференциальные уравнения: 
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После введения вспомогательной функции Фк(z) 
отношениями  
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получим из (8) дифференциальное уравнение четвертого 
порядка  
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скорости распространения продольных и поперечных волн. 
Решение уравнений (9) выражается через экспоненциаль-

ные функции  
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где Аk, Bk, Ck, Dk – комплексные произвольные постоянные, ко-
торые определяются из граничных условий (4). Задача сводится 
системы алгебраических уравнений с комплексными коэффици-
ентами               pqhГссС kкрksk ),,,,( ,            (11) 

где  C  – квадратная матрица (2к х 2к), элементы которой со-
стоят из экспоненциальных функций с комплексными парамет-

рами,  q  – содержит неизвестных, т.е. Аk , Bk, Ck, Dk;  р  – со-
стоит из амплитуды внешних нагрузок. Определим зависимость 
резонансных амплитуд mjA  (  – компоненты напряжения ( le , 
l, e=1, 2, 3), и перемещения (ul), m – номер координаты, j – но-
мер резонансных частот) от параметров механической системы.  

Алгоритм построения этой зависимости включает по-
строения амплитудно-частотных характеристик для каждой 
компоненты амплитуды перемещений и напряжений и нахожде-
ние максимумов mjA  на каждой из них. Для отыскания макси-
мумов и минимумов на резонансной кривой применим метод 
Мюллера [11]. Амплитудная – частотная характеристика – это 
кривая, описываемая уравнением mjA = mjA . Ее минимумы и 
максимумы  удовлетворяют уравнению 
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Необходимо найти корни уравнения (12). Для этого надо  
вычислить левые части (12) при заданных значениях 

.,......., 21 n   Выбрав 64 1010   , определим про-

изводные по формуле 0
2

)()()(













  jmjjmjmj AAA . 



ПРОБЛЕМЫ МЕХАНИКИ И УПРАВЛЕНИЯ – 2016 

 
 
132 

Система алгебраических уравнений (11) решается мето-
дом Гаусса с выделением главного элемента. 

С помощью решений (6), (8) и (10) найдем выражения  
смещения к-го слоя  
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Перемещения (13) для полупространства удовлетворяют 
условию экспоненциального затухания по координате z (z  ).  

В качестве примера рассмотрим колебания слоя, лежа-
щего на полупространстве от вертикальной гармонической на-
грузки. Тогда основной определитель (11) (6х6)  С  принимает 
следующий вид 
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где ζ – безразмерное волновое число, ζ =  h, γ1=  //1 . 

Рассмотрим два варианта механической системы. Для 
численного решения задачи использовано следующих значений  
параметров: 
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При вычислениях прияты безразмерные параметры: 
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В первом варианте рассмотрена диссипативно однородная 
механическая система. Результаты расчета первого варианта  
приведены на рис. 2, а, б, в, г.  

Зависимость безразмерной резонансной амплитуды 

jkA 33 =
р

jkА

 33  ( jkА 33 амплитуда напряжений, p  – ам-

плитуда напряжений действующей нагрузки) ( 2,1j ) от пара-
метра /h  изменилась монотонным образом (рис. 2, а).  

Соответствующие амплитудно-частотные характеристики 
напряжений для трех сечений (рис. 2, а) приведены на рис. 2, б, 
в, г. Полученные амплитудно-частотные характеристики полно-
стью согласуются с результатами работы [7]. 

Во втором варианте слой упругий: 01 R , остальные па-
раметры совпадают с принятыми выше.  

Результаты расчета представлены на рис. 3, а, б, в, г, со-
гласно которым при максимальном сближении собственных 
частот соответствующие амплитуды 3311A  и 3312A  становят-
ся равными [11].  

Зависимость jkA 33  от параметра /h  для диссипативно 
неоднородных механических систем оказалась немонотонным.  

Демпфирующие свойства системы в целом при вынуж-
денных колебаниях определяются максимальной резонансной 
амплитудой (назовем ее глобальной резонансной амплитудой). 
Интенсивность диссипативных процессов в системе тем выше, 
чем ниже глобальная резонансная амплитуда:  


 )max( jkк A , к=1,2,……N.          (14) 
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Рис. 2, а. Зависимость резонансной амплитуды от /h  
(диссипативно однородная система) 

 
 

 
Рис. 2, б. Амплитудно-частотные характеристики 
(I–I сечения) (диссипативно однородная система) 
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Рис. 2, в. Амплитудно-частотные характеристики  
(II–II сечения) (диссипативно однородная система) 

 
 
 

 
 

Рис. 2, г. Амплитудно-частотные характеристики 
(III–III сечения) (диссипативно однородная система) 
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Рис. 3, а. Зависимость резонансной амплитуды от /h  
(диссипативно неоднородная механическая система) 

 
 

 
Рис. 3, б. Амплитудно-частотные характеристики (I–I се-
чения) (диссипативно неоднородная механическая система) 
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Рис. 3, в. Амплитудно-частотные характеристики 
(II–II сечения) (диссипативно неоднородная ме- 
ханическая система) 

 

 
 

Рис. 3, г. Амплитудно-частотные характеристики 
(III–III сечения) (диссипативно неоднородная 
механическая система) 
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В диссипативно однородной системе роль глобальной ам-
плитуды выполняет при всех значениях параметра первая резо-
нансная  амплитуда. В диссипативно неоднородной системе в роли 
глобальной амплитуды выступает в зависимости от величины па-
раметра как первая, так и вторая резонансные амплитуды. "Смена 
ролей" происходит при характерном значении параметра, при ко-
тором действительные части собственных частот наиболее близки. 

При этом значении параметра глобальная резонансная ам-
плитуда минимальна и, следовательно, диссипативные процессы в 
системе протекают наиболее интенсивно, а глобальный коэффици-
ент демпфирования имеет ярко выраженный максимум (или ми-
нимум) [7–9, 11]. Из результатов расчетов видно, что минимальное 
значение амплитуды напряжений достигается во вторых сечениях 
для диссипативно неоднородных механических систем (рис. 3, в). 

Выводы  
1. Демпфирующие свойства механической системы  при 

вынужденных колебаниях определяется максимальной резо-
нансной амплитудой (глобальной резонансной амплитудой). 
Интенсивность диссипативных процессов в системе  тем выше, 
чем ниже глобальная  резонансная амплитуда (рис. 3, в). В дис-
сипативно однородной механической системе роль глобальной 
амплитуды при всех значениях параметров выполняет  первая 
резонансная амплитуда, а в диссипативно неоднородной – зави-
симости от величины (глобальной амплитуды) параметра как 
первая, так и вторая резонансные амплитуды. 

2. "Смена ролей" происходит  при характерном  значении  
параметра, при котором действительные части собственных  
частот наиболее близки. При этом значении параметра глобаль-
ная резонансная амплитуда минимальна и, следовательно, дис-
сипативные процессы в системе протекают наиболее интенсив-
но, а глобальный коэффициент демпфирования имеет ярко вы-
раженный максимум [7–9, 11].  
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